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 الملخص
  طريقة فصل المتغيرات   التي تنشأ عند استخدام  لوفيل  –ستورم    منظومات يهدف هذا البحث إلى دراسة  

القيم الحدية. تتميز هذه المنظومات بوجود معادلة تفاضلية خطية متجانسة من الرتبة الثانية،    في حل مسائل
مصحوبة بشرطين حدّيين، مما يجعلها أداة رياضية فعالة ومهمة في معالجة العديد من المسائل الفيزيائية  

الدراسة أهمية منظومات ست   .والرياضية  الحدية    – ورم  تبُرز  القيم  التعامل مع مسائل  لوفيل في تسهيل 
الأكثر تعقيداً، والتي تتضمن شروطاً ابتدائية وحدية قد تكون معقدة للغاية. يتم التركيز على البنية النظرية  
لهذه المنظومات، حيث يتم توضيح الأساس الرياضي لها وأهميتها في إيجاد الحلول الدقيقة. كما تظُهر  

يف يمكن لهذه المنظومات أن توفر أدوات تحليلية قوية لحل مشاكل القيم الحدية التي تظهر في  الدراسة ك
تتضمن النتائج استعراضاً للخصائص الأساسية لهذه المنظومات،    .تطبيقات متنوعة مثل الفيزياء والهندسة 

هم البحث في تسليط الضوء  وتحليلاً للعوامل المؤثرة في دقتها وكفاءتها عند تطبيقها في سياقات مختلفة. يس
ستورم   لمنظومات  والعملية  النظرية  الإمكانات  حل    –على  تبسيط  في  دورها  فهم  يعزز  مما  لوفيل، 

 .المشكلات الرياضية المعقدة 
 

   .الذاتية  الدوال()المتجهات  الذاتية، القيم ، لوفيل –منظومات ستورم  الكلمات المفتاحية: 
Abstract 
This research is studying Sturm – Liouville Systems Which appears when applying 
separating variables, for its importance in solving the most difficult initial boundary 
value problems.This research focuses on the study of Sturm–Liouville systems, which 
arise when applying the method of separation of variables to boundary value 
problems. These systems are characterized by a second-order linear homogeneous 
differential equation accompanied by two boundary conditions, making them an 
effective and important mathematical tool for addressing various physical and 
mathematical problems. The study highlights the significance of Sturm–Liouville 
systems in simplifying the solution of more complex boundary value problems, which 
often involve intricate initial and boundary conditions. It emphasizes the theoretical 
framework of these systems, explaining their mathematical foundation and their 
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importance in obtaining precise solutions. Additionally, the research demonstrates 
how these systems provide robust analytical tools for solving boundary value problems 
encountered in applications such as physics and engineering. The findings include an 
overview of the fundamental properties of Sturm–Liouville systems and an analysis of 
the factors influencing their accuracy and efficiency when applied in different contexts. 
This research contributes to a better understanding of the theoretical and practical 
capabilities of Sturm–Liouville systems, reinforcing their role in simplifying the 
resolution of complex mathematical problems. 
 

Keywords: Sturm – Liouville Systems; Eigen Values; Eigen Functions. 

 
 المقدمة 

 : [1-3]  عند تطبيق طريقة فصل المتغيرات لحل مسألة القيم الحدية الابتدائية تظهر إحدى المنظومتان
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نسبة الي عالمي الرياضيات الفرنسيين جاك شارل  لوفيل    - ( تسميان بمنظومة ستورم2( و )1المنظومات )
في حل    لأهميتها في هذا الورقة سندرس منظومة ستورم ليوفيل  .  [4-6]  فرانسوا ستروم وجوزيف ليوفيل 

 . مسائل القيم الحدية الابتدائية 
 لوفيل  – منظومات ستورم  (1
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1212 ,,, LLhh     ثوابت حقيقية ومستقلة عند  عندما تكون الدوال ,rrqp ,,,     حقيقية ومتصلة

bxaعلى الفترة       0وp   ,  0r    على الفترةbxa     لوفيل    – تسمى منظومة ستورم

 . منتظمة 

),(0يوجد دائماً حل صفري    =xy     لوفيل بغض النظر عن قيمة    –يحقق منظومة ستورم   ولكن  

لوفيل    – حل منظومة ستورم    .القيم الذاتية( توجد حلول غير صفرية للمنظومة   )تسمى   لقيم معينة لـ  

)(),(الذاتية ويرمز لها بالرمز   الدوال()يسمى المتجهات  xyxy nn = 

ويجب أن تحقق المتجهات الذاتية الشروط المعتادة لحلول المعادلات التفاضلية العادية من الرتبة الثانية  

)(,)(وخصوصاً   xyxy nn
   متصلتان علىbxa  

( 1نظرية )  
مختلفة متعامدة   كل القيم الذاتية لمنظومة ستورم لوفيل حقيقية والمتجهات الذاتية المناظرة لقيم ذاتية 

. )(xp  بالنسبة لدالة الوزن  
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0)()()( = dxxyxyxp mn
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( 1نتيجة )  

 ( تكون صحيحة  1نتائج النظرية )

)(0ذا كان  إ .1 =ar ( غير ضروري 4فإن الشرط الحدي ) 

)(0إذا كان   .2 =br ( غير ضروري 5فإن الشرط الحدي ) 

3.   )()( brar ( بالشرطين الدوريين،  5( و )4إذا استبدل الشرطان الحديان ) =

)()(),()( byaybyay ==  على التوالي 

منظومة ستورم لوفيل تكون شاذة إذا فقد أحد الشرطين أو كلاهما، وتكون دورية إذا كان   

)()( byay =   , )()( byay = )()( و   brar =  

تنص على أن الدوال الذاتية لمنظومة ستورم لوفيل المنتظمة والدورية    ( ونتيجتها 1بالتالي فإن النظرية )

دائماً   ويشترط    ،  [7-10]متعامدةتكون  شاذة  المنظومة  كانت  إذا  متعامدة  تكون  أيضاً  الداتية  والدوال 

0)( =ar   0أو)( =br   0أو)()( == brar 

)إذا كان   ))(, xynn    ثنائي ذاتي فإن( ))(, xcynn    0يكون ثنائي ذاتي لإي ثابتc  أي أن الدوال

يكون دالة ذاتية  xcyn)(فإن    nدالة ذاتية مناظرة للقيمة الذاتية  xyn)(فإذا كان    وحيدة،الذاتية غير  

في منظومة ستورم لوفيل المنتظمة يحدد واحد من الدوال الذاتية مناظرة لقيمة ذاتية وتنسب    .nمناظرة ل ـ

 : أي 1الدالة الذاتية التي تحدد أو تخُتار يكون معيارها  .[11-13]  كل الدوال الذاتية الأخرى إلية
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02جذر المعادلة المميزة   =++ mm   هما411 −−=m 

   - الأولى: الحالة  ❖

عندما    ❖
4

1
   الجذور في هذه الحالة حقيقية هما 4112 −−−=   , 4111 −+−=                                             

والحل العام يكون  ........
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)0()1(0وبتطبيق الشروط الحدية  .  =+ == yy   ينتج 

210


BeAe += 0=+BA     ,    
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 إذا يوجد الحل الصفري فقط 
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 - الثانية: الحالة  ❖

عندما           
4
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=   الجذران في هذه الحالة متساويان والحل العام يكون
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  Eigen Function Expansionsمفكوك الدوال الذاتية  (2
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بالنسبة للدوال الاساسية   xf)(مركبات الدالة   nbهنا نعتبر عوامل متسلسلة فورييه  
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بالنسبة للدوال   xf)(تكون مركبات    nCلعوامل  ا
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 المعيارية المتعامدة   

نفسها يمكن التعبير عنها بمتسلسلة فورييه لدالة جيب التمام بدلالة الدوال الذاتية   xf)(الدالة 

 يلي: ( كما 2المعيارية لمنظومة ستورم لوفيل )
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 التالية: خلال النظرية 
 ( 2نظرية )
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 نتيجة 
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 الخاتمة 

ليوفيل التي تمثل واحدة من الركائز    – ومات ستورم  في ختام هذا البحث، تم التركيز على دراسة منظ 

الأساسية في تحليل وحل المعادلات التفاضلية. تناول البحث المفاهيم النظرية الأساسية لهذه المنظومات،  

حيث تم تقديم شرح تفصيلي للبنية الرياضية لهذه الأنظمة، بما في ذلك تعريفاتها الأساسية وشروطها  

ليوفيل، لا سيما فيما يتعلق بـ القيم    –إلى الخصائص الرئيسية لمنظومات ستورم  تم التطرق    الحدّية.

السلوك   لفهم  مفتاحاً  تمثل  الخصائص  هذه  أن  الدراسة  خلال  من  لوحظ  وقد  الذاتية.  والدوال  الذاتية 
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ددات  الرياضي للنظم التي توصف بواسطة هذه المنظومات. تظُهر القيم الذاتية ارتباطاً وثيقاً بمعدل التر

  أو الأوضاع المستقرة للنظام، في حين أن الدوال الذاتية تسهم في وصف الحلول الدقيقة للنظم التفاضلية. 

ليوفيل في مختلف التطبيقات الرياضية والفيزيائية. فهي    – كما أثبت البحث أهمية منظومات ستورم  

اً نظرياً شاملاً يمكن استخدامه  ليست مجرد أداة لحل المعادلات التفاضلية فحسب، بل تعتبر أيضاً إطار

في مجالات متنوعة، مثل تحليل الأنظمة الديناميكية، دراسة الظواهر الفيزيائية، والنمذجة الرياضية  

ليوفيل كأحد الأعمدة    – من خلال هذه الدراسة، تم التأكيد على دور منظومات ستورم    للعمليات الطبيعية. 

إذ   التطبيقية،  الرياضيات  في  المشكلات  الأساسية  وفهم  تبسيط  في  تسهم  فعالة  تحليلية  أدوات  توفر 

نطاق   لتوسيع  المتقدمة  الأبحاث  من  المزيد  إجراء  بضرورة  الدراسة  وتوصي  المعقدة.  الرياضية 

التطبيقات العملية لهذه المنظومات، بالإضافة إلى تعزيز فهمها النظري من خلال ربطها بالمجالات  

 جة الحاسوبية. الأخرى كالتحليل الطيفي والنمذ 
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